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TOP500 (ноябрь 2020)

2022 – 2023

1 EFlop/s
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Главная характеристика современного 
параллельного численного алгоритма

Масштабируемость

Кривая ускорения
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Ускорение

𝑎𝑎(𝐾𝐾) =
𝑡𝑡1
𝑡𝑡𝐾𝐾

Количество
процессорных узлов

Время решения 
задачи на 1 узле

Время решения 
задачи на K узлах
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Алгоритм является хорошо 
масштабируемым, если:

кривая ускорения близка 
к линейной 
с положительной 
производной

5
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Фундаментальные факторы, влияющие 
на масштабируемость алгоритма

1. Информационная структура алгоритма

2. Закон Амдала

3. Размер задачи

6
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Информационная структура алгоритма

7

a) Большой ресурс 
параллелизма

b) Средний ресурс 
параллелизма

c) Ресурс параллелизма 
отсутствует
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Закон Амдала

8

𝑎𝑎(𝐾𝐾) =
1

𝛿𝛿 + (1 − 𝛿𝛿)
𝐾𝐾

𝛿𝛿 - доля последовательных 
вычислений

𝑡𝑡1- время решения 
задачи на 1 узле

K – количество 
процессорных узлов

𝑡𝑡𝐾𝐾 = 𝛿𝛿𝑡𝑡1 +
(1 − 𝛿𝛿)𝑡𝑡1

𝐾𝐾
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n=400
n=300
n=200

Масштабируемость зависит от 
размера задачи n

f(400)f(200) f(300)

𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛)

9

a

K
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Цикл исследования 
масштабируемости алгоритма

10

Разработка 
алгоритма Кодирование Тестирование

Вычислительные 
эксперименты

Кривая 
ускорения

100

Kmax ‒ граница 
масштабируемости алгоритма

K (количество процессорных узлов)

a (ускорение)
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Желание

Оценить границу 
масштабируемости алгоритма 
ДО написания программы БЕЗ
вычислительных экспериментов

11
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Модель параллельных вычислений BSF
(Bulk-Synchronous Farm)

• Область применения:
– Многопроцессорные системы с распределенной 

памятью
– Параллельные итерационные алгоритмы с 

высокой вычислительной сложностью

• Позволяет предсказать:
– ускорение параллельного алгоритма
– границу масштабируемости параллельного 

алгоритма (уникальное качество модели BSF)
12
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Ограничения на алгоритм

1. Распараллеливание по схеме 
Мастер/рабочие

2. Алгоритм  должен быть представлен в 
виде операций над списками с 
использованием функций высшего порядка 
Map/Reduce

13
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BSF-компьютер

Соединительная сеть

Мастер Рабочий KРабочий 1 Рабочий 2

Процессорные узлы

…

14
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Представление алгоритма в виде 
операций над списками

15

Список – упорядоченная 
совокупность элементов с 

повторениями

Мультимножество –
неупорядоченная совокупность 

элементов с повторениями

Множество
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Функция высшего порядка Map

a1

a2

⋮

al

F(a1)

F(a2)

⋮

F(al)

Map

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝐹𝐹,𝐴𝐴 = 𝐵𝐵
16

Список A Список B
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Ограничение применимости для 
множеств

BSF-модель НЕ применима для множеств в 
случае, когда функция Map порождает 
дубликаты

17
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Функция высшего порядка Reduce

b1

b2

⋮

bl

𝑠𝑠 = 𝑏𝑏1⨁𝑏𝑏2⨁⋯⨁𝑏𝑏𝑙𝑙Reduce

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 ⨁,𝐵𝐵 = 𝑠𝑠

Ассоциативная бинарная операция

18

Список B
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Шаблон последовательного 
BSF-алгоритма

1. 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 𝐴𝐴, 𝑥𝑥(0)

2. 𝑖𝑖 ≔ 0
3. 𝐵𝐵 ≔ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑖𝑖) ,𝐴𝐴
4. 𝑠𝑠 ≔ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 ⨁,𝐵𝐵
5. 𝑥𝑥(𝑖𝑖+1) ≔ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑥𝑥(𝑖𝑖), 𝑠𝑠 ; 
6. 𝑖𝑖 ≔ 𝑖𝑖 + 1
7. if 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑥𝑥(𝑖𝑖), 𝑥𝑥(𝑖𝑖−1) go to 9
8. go to 3
9. 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑥𝑥(𝑖𝑖) ;
10. stop

𝑖𝑖 - счетчик итераций
𝐴𝐴 ∈ [𝒜𝒜] - список исходных элементов данных
𝑥𝑥(0) - начальное приближение
𝐹𝐹𝑥𝑥:𝒜𝒜 → ℬ - параметризованная функция
𝐵𝐵 ∈ [ℬ] - список результирующих элементов
⨁ - ассоциативная операция
𝑥𝑥(𝑖𝑖) - i-тое приближение

19



/45

Схема распараллеливания 
BSF-алгоритма

20

𝐴𝐴 = 𝐴𝐴1 ⧺⋯⧺ 𝐴𝐴𝐾𝐾
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Шаблон параллельного алгоритма в 
модели BSF

21

Шаг Мастер Рабочий j (j=1,…,K)
1. 𝑖𝑖 ≔ 0; 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑥𝑥(0) 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 𝐴𝐴𝑗𝑗
2. 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑥𝑥(𝑖𝑖) 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑥𝑥(𝑖𝑖)

3. 𝐵𝐵𝑗𝑗 ≔ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑖𝑖) ,𝐴𝐴𝑗𝑗
4. 𝑠𝑠𝑗𝑗 ≔ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 ⨁,𝐵𝐵𝑗𝑗
5. 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑠𝑠1, … , 𝑠𝑠𝐾𝐾) 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑠𝑠𝑗𝑗)
6. 𝑠𝑠 ≔ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 ⨁, [𝑠𝑠1, … , 𝑠𝑠𝐾𝐾]
7. 𝑥𝑥(𝑖𝑖+1) ≔ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑥𝑥(𝑖𝑖), 𝑠𝑠
8. 𝑖𝑖 ≔ 𝑖𝑖 + 1
9. 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ≔ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑥𝑥(𝑖𝑖+1), 𝑥𝑥(𝑖𝑖)

10. 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
11. if not 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 goto 2 if not 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 goto 2
12. 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑥𝑥(𝑖𝑖)

13. stop stop
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Стоимостная метрика
модели BSF

K – количество рабочих процессорных узлов
l – длина списков A и B
L – латентность (время посылки сообщения длиной в 1 

байт)
tc – время, которое тратит мастер на пересылку текущего 

приближения рабочему и на получение от него 
Reduce-свертки с учетом латентности

tMap – время выполнения функции Map для всего списка A
t Rdc – время выполнения функции Reduce для всего списка B
tp – время на обработку результатов итерации и 

вычисление следующего приближения

ta – время выполнения операции ⨁: 𝑡𝑡𝑎𝑎 = 𝑡𝑡𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅/(𝑙𝑙 − 1)
22
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Ускорение в модели BSF

𝑎𝑎(𝐾𝐾) =
𝑇𝑇1
𝑇𝑇𝐾𝐾

Количество
рабочих

Время решения 
задачи 

1 мастером и 
1 рабочим

Время решения 
задачи 

1 мастером и 
K рабочими

23
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Оценка времени T1

𝑇𝑇1 = 𝑡𝑡𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑐𝑐 + 𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑡𝑡𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅

Мастер Рабочий

𝑥𝑥(𝑖𝑖)

𝑡𝑡𝑐𝑐
𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑡𝑡𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡𝑝𝑝

𝑠𝑠

24
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Оценка времени TK

𝑇𝑇𝐾𝐾 = 𝐾𝐾 − 1 𝑡𝑡𝑎𝑎 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 + log2(𝐾𝐾) + 1 𝑡𝑡𝑐𝑐 + 𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀+ 𝑙𝑙−𝐾𝐾 𝑡𝑡𝑎𝑎
𝐾𝐾

Мастер Рабочий 2

𝑥𝑥(𝑖𝑖)

𝑠𝑠𝐾𝐾

(𝐾𝐾 − 1)𝑡𝑡𝑎𝑎 Рабочий 1
𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐾𝐾 +

𝑙𝑙
𝐾𝐾 − 1 𝑡𝑡𝑎𝑎

Рабочий K

…
𝑠𝑠2

𝑥𝑥(𝑖𝑖)

𝑥𝑥(𝑖𝑖)

𝑠𝑠1

log(𝐾𝐾)𝑡𝑡𝑐𝑐 𝐾𝐾
𝑡𝑡𝑝𝑝

𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐾𝐾 +

𝑙𝑙
𝐾𝐾 − 1 𝑡𝑡𝑎𝑎

𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝐾𝐾 +

𝑙𝑙
𝐾𝐾 − 1 𝑡𝑡𝑎𝑎

25

…

…
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Ускорение для модели BSF

𝑎𝑎𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐾𝐾 =
𝑡𝑡𝑝𝑝 + 𝑡𝑡𝑐𝑐 + 𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑡𝑡𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅

𝐾𝐾 − 1 𝑡𝑡𝑎𝑎 + 𝑡𝑡𝑝𝑝 + log2(𝐾𝐾) + 1 𝑡𝑡𝑐𝑐 +
𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑙𝑙 − 𝐾𝐾 𝑡𝑡𝑎𝑎

𝐾𝐾

26

Свойства:

𝑎𝑎𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 1 = 1

𝑎𝑎𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐾𝐾 > 0

lim
𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐→0

𝑎𝑎𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝐾𝐾 = 1
log2(𝐾𝐾)+1

‒ монотонно убывает на [1; +∞)

𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑡𝑡𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 + 𝑡𝑡𝑝𝑝
𝑡𝑡𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑙𝑙 − 1 𝑡𝑡𝑎𝑎
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Граница масштабируемости 
BSF-алгоритма

𝐾𝐾𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 =
1
2

𝑡𝑡𝑐𝑐
𝑡𝑡𝑎𝑎 ln 2

2

+
𝑡𝑡𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑡𝑡𝑎𝑎

+ 4𝑙𝑙 −
𝑡𝑡𝑐𝑐

𝑡𝑡𝑎𝑎 ln 2

Граница 
масштабируемости

BSF-алгоритма
Время выполнения 

функции Map

Время посылки сообщения 
одному рабочему

Время 
выполнения ⨁

27

Длина списка
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Алгоритм Jacobi для 
приближенного решения СЛАУ

𝑥𝑥(𝑘𝑘+1) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑘𝑘) + 𝑑𝑑

𝐴𝐴 =
𝑎𝑎11 ⋯ 𝑎𝑎1𝑛𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑎𝑛𝑛1 ⋯ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑏𝑏 = (𝑏𝑏1, … , 𝑏𝑏𝑛𝑛)

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑏𝑏

𝐶𝐶 =
𝑐𝑐11 ⋯ 𝑐𝑐1𝑛𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑐𝑛𝑛1 ⋯ 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
−
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

,∀𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖

0,∀𝑗𝑗 = 𝑖𝑖
𝑑𝑑 = 𝑑𝑑1, … ,𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑖𝑖 = ⁄𝑏𝑏𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

28
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Функция для Map

𝐹𝐹𝑥𝑥 𝑗𝑗 = 𝑐𝑐1𝑗𝑗𝑥𝑥𝑗𝑗 , … , 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝑥𝑥𝑗𝑗
𝑐𝑐1𝑗𝑗
⋮
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑇𝑇

29

𝑗𝑗 – номер столбца матрицы 𝐶𝐶
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Алгоритм Jacobi-MR над списками

1. 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 𝐶𝐶,𝑑𝑑 ;𝑘𝑘 ≔ 0; 𝑥𝑥(0) ≔ 𝑑𝑑
2. 𝑔𝑔1, … ,𝑔𝑔𝑛𝑛 ≔𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝐹𝐹𝑥𝑥(𝑘𝑘) , 1, … ,𝑛𝑛

3. 𝑔𝑔 ≔ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 +, 𝑔𝑔1, … ,𝑔𝑔𝑛𝑛

4. 𝑥𝑥(𝑘𝑘+1) ≔ 𝑔𝑔 + 𝑑𝑑; 𝑘𝑘 ≔ 𝑘𝑘 + 1

5. 𝐢𝐢𝐢𝐢 𝑥𝑥(𝑘𝑘) − 𝑥𝑥(𝑘𝑘−1) 2 < 𝜀𝜀 go to 7
6. go to 2
7. 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑥𝑥(𝑘𝑘) ; stop

30
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Алгоритм Jacobi для 
приближенного решения СЛАУ

31

𝐾𝐾𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽𝐽 = 𝑂𝑂 𝑛𝑛
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Алгоритм Jacobi для 
приближенного решения СЛАУ

32
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Ошибка для алгоритм Jacobi

33

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝐾𝐾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝐾𝐾𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

max(𝐾𝐾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝐾𝐾𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵)
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Задача n-тел

34

𝐾𝐾𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝑂𝑂( 𝑛𝑛)
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Задача n-тел

35
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Ошибка для задачи n-тел

36

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝐾𝐾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝐾𝐾𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵

max(𝐾𝐾𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ,𝐾𝐾𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵)
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Параллельный BSF-каркас 
(С++ & MPI)

• 100% автоматическое распараллеливание

• Поддержка потоков работ

• Поддержка OpenMP

• Инкрементная компиляция

• Исходные коды + документация
https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-skeleton

37

https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-skeleton
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В чем отличие BSF от MapReduce?

• Технология MapReduce ориентирована на 
обработку данных (обмены с внешними 
устройствами и пересылки по сети
превалируют над вычислениями)

• Модель BSF ориентирована на алгоритмы с 
высокой вычислительной сложностью 
(вычисления превалируют над обменами с 
внешними устройствами и пересылками по 
сети)

38
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Можно ли адаптировать модель BSF для 
конфигурации, в которой присутствуют два 

или более узла-мастера?

Нет!

39
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Можно ли использовать BSF для
алгоритма, где есть Map, но нет Reduce?

• Да!

• Вариант алгоритма Якоби без Reduce:
https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-
Jacobi-Map

40

https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-Jacobi-Map
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Можно ли использовать BSF для списка 
из одного элемента?

• Да!

• Генератор случайных задач линейного 
программирования:
https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-
LPP-Generator

41

https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-LPP-Generator
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Можно ли использовать BSF для 
неитерационного алгоритма?

• Да!

• Валидатор решений задач линейного 
программирования:
https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-
LPP-Validator

42

https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-LPP-Validator
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Существует ли пример BSF-приложения 
с использованием потоков работ?

43

• Да!

• Решатель задач линейного 
программирования апекс-методом:
https://github.com/leonid-sokolinsky/Apex-
method

https://github.com/leonid-sokolinsky/Apex-method
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Основная публикация по модели 
BSF

44

Sokolinsky L.B. BSF: A parallel 
computation model for scalability 
estimation of iterative numerical 
algorithms on cluster computing 
systems // Journal of Parallel and 
Distributed Computing. 2021. Vol. 149. 
P. 193-206. 
DOI:10.1016/j.jpdc.2020.12.009. 
[Full Text in PDF]

https://doi.org/10.1016/j.jpdc.2020.12.009
https://sok.susu.ru/papers/fulltext/JPDC-2021-BSF.pdf
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Спасибо за внимание!

Вопросы?

45

Исходные коды + документация
https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-skeleton

https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-skeleton
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График функции 𝑎𝑎 𝐾𝐾 = 1
log2(𝐾𝐾)+1

46



/45

Дерево моделей параллельных 
вычислений

Модели параллельных вычислений

PRAM
1979

QRQW PRAM
1998

BSPRAM
1998

PRAM-NUMA
2011

BSP
1990

E-BSP
1996

BSP*
1998

HBSP
2000

HCGM
2000

D-BSP
2001

OBSP*
2004

Multi-BSP
2011

MBSP
2015

LogP
1993

LogQ
1997

LogGP
1997

LogPQ
1997

PlogP
2000

LogGPS
2001

LoGPG
2001

LoGPC
2001

HLogGP
2006

LogfP
2006

lognP
2007

mlognP
2009

LogGPH
2010

mHLogGP
2012

HLognGP
2015

CGM
1996

PRO
2002

BSF
2018
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Модели вычислений – мосты между 
алгоритмами компьютерами
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