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Предлагается ряд подходов к ускорению работы алгоритмов липшицевой глобальной 
оптимизации на основе симплексного разбиения области поиска и множественных 
оценок константы Липшица. Приводятся результаты численного сравнения новых 
методов с известными алгоритмами глобальной оптимизации на классах тестовых 
функций GKLS-генератора.  

 

Введение 

В настоящей работе рассматриваются задачи принятия оптимальных решений, ко-
торые характеризуются многоэкстремальностью целевых функций (так называемые за-
дачи глобальной оптимизации) и высокой вычислительной стоимостью определения их 
локальных характеристик. Отмеченные особенности отличают системы, вычисление 
критериев качества которых связано со сложными и длительными численными расче-
тами (выполнением компьютерного имитационного моделирования, численным реше-
нием сложных систем дифференциальных уравнений и т.п.).  

Возможность построения адаптивных схем поиска глобального решения подобных 
многомерных задач, отличных от переборных схем, связана с наличием неких априор-
ных предположений о свойствах задач. Для многих важных прикладных задач (таких 
как, например, решение нелинейных уравнений и неравенств, регулирование сложных 
нелинейных систем и т.д.) типичным является предположение о липшицевости функ-
ций (см., например, [1,4,5,7,11,13,19,23,25-27]). 

1. Липшицева глобальная оптимизация 

Задача поиска глобального минимума многомерной многоэкстремальной функции, 
удовлетворяющей в допустимой области DRn условию Липшица с константой Лип-
шица 0 < L < ∞, может быть сформулирована следующим образом: 

min f(x), xD,       (1) 
| f(x') – f(x'') |   L ||x'–x''||, x', x''D,    (2) 

где ||·|| есть евклидова норма, а допустимая область D задается в виде 
D = {xRn : ai   xi   bi, i=1,…,n}.    (3) 

В литературе рассматривается множество различных алгоритмов решения задачи 
(1)-(3) (см. [1–27]). Они могут быть разделены на четыре группы в зависимости от спо-
соба получения оценки константы Липшица L из (2). К первой группе относятся алго-
ритмы, в которых применяется оценка L, заданная априори (см. [5,6,23]). Вторая группа 
включает алгоритмы, адаптивно оценивающие в ходе поиска глобальную константу 
Липшица во всей области D (адаптивная глобальная оценка, см. [1,8,13,20,23,27]). Ал-
горитмы с использованием адаптивных локальных оценок Li в различных подобластях 
Di поисковой области (см. [10,11,16,25–27]) входят в третью группу. Наконец, к четвер-
той группе принадлежат алгоритмы, в которых оценка константы Липшица выбирается 
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из некоторого множества возможных значений (см. [3,9,14,15,21,24]). В силу своей от-
носительной простоты методы последней группы нашли достаточно широкое примене-
ние при решении практических задач (см. [9,11,19,25]) и привлекли внимание многих 
исследователей. Именно этой группе методов уделено основное внимание в данной ра-
боте. 

Для упрощения выбора новых точек испытаний и получения нижних границ значе-
ний функции f(x) в области D во многих многомерных методах применяется техника 
адаптивного разбиения области поиска D на множество подобластей Di, а теоретиче-
ское исследование алгоритмов разбиения может быть проведено в рамках единых схем 
(см. [4,11,13,23,27]). Например, применяются разбиения области D на гиперинтервалы с 
вычислением функции в их центральных точках [6,15,23]. Широко используются также 
разбиения с проведением испытаний функции в вершинах, соответствующих главной 
диагонали каждого гиперинтервала (диагональные схемы разбиения, [8,11,12,23,24]). В 
настоящей работе рассматриваются более сложные стратегии разбиения, основанные 
на симплексах [2,4,19,21,22,23]. Для ряда прикладных задач симплексные разбиения 
могут оказаться более эффективными по сравнению с другими техниками [4,19,21].  

Необходимо отметить, что использование только глобальной информации о пове-
дении целевой функции в ходе ее минимизации может замедлить сходимость алгорит-
ма к точке глобального минимума. Одним из способов преодоления такой сложности 
является (см. ссылки в [1,4,11,25]) остановка метода глобального поиска и запуск не-
коего локального алгоритма, призванного улучшить найденное решение. При этом, од-
нако, возникает непростой вопрос об определении момента завершения глобального 
алгоритма: его преждевременная остановка может привести к потере глобального ре-
шения, в то время как поздняя остановка существенно замедляет поиск.  

Именно поэтому столь важным аспектом в методах глобальной оптимизации явля-
ется учет локальной информации о поведении целевой функции. Например, в работах 
[10,11,27] была предложена схема локальной настройки, основная идея которой заклю-
чается в сопряжении локальной и глобальной информации при адаптивном оценивании 
локальных констант Липшица в различных подобластях поисковой области. Использо-
вание локальной настройки позволяет значительно ускорить работу методов липшице-
вой глобальной оптимизации. Наличие информации о производных целевой функции 
также даёт очень важную локальную информацию о характере функции (см. 
[11,16,17,18,27]). Весьма перспективными представляются также техника уточнения 
полученного в ходе поиска текущего оптимального решения (см. [17,18,26]) и двухфаз-
ная схема поиска глобального минимума (см. [11,24,26]).  

2. Двухфазные симплексные методы глобальной оптимизации 
с множественными оценками константы Липшица 

В докладе рассматриваются варианты ускорения симплексных методов DISIMPL-C 
и DISIMPL-V [21] с множественными оценками константы Липшица в рамках двух-
фазной схемы поиска [11,24]. В методе DISIMPL (DIviding SIMPLices, по аналогии с 
названием метода DIRECT – DIviding RECTangles [15]) с суффиксом (-C) целевая 
функция вычисляется в центрах получаемых в ходе разбиения симплексов, в то время 
как в методе DISIMPL с суффиксом (-V) испытания функции проводятся в вершинах 
симплексов, избегая возможного дублирования информации при помощи специально 
поддерживаемой базы вершин (см. рис. 1). На каждой итерации методов определяются 
недоминируемые симплексы (см. [11,15,21]), некоторые из которых подвергаются 
дальнейшему разбиению с последующими новыми испытаниями целевой функции. В 
работе [21] проведен теоретический и экспериментальный анализ обоих методов. 
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Рис. 1. Разбиения области поиска [0,1]2 при помощи методов DISIMPL-C (слева) 
и DISIMPL-V (справа): желтым цветом выделены симплексы для нового разбиения 
и красным – новые точки вычисления целевой функции после проведения разбиений 

Использование двухфазной схемы поиска позволяет значительно ускорить работу 
обоих методов и приводит к построению двух новых алгоритмов, Gb-DISIMPL-C и Gb-
DISIMPL-V (префикс Gb- означает «глобально-ориентированный» от англ. Globally-
biased). При достижении достаточного уровня разбиения симплексов около точки те-
кущего минимального значения функции методы переключаются на исследование 
больших подобластей, которые могут содержать лучшее решение. Так как около теку-
щей лучшей точки проводится большое число разбиений, ее окрестность содержит 
лишь малые симплексы, в то время как большие могут находиться только далеко от 
нее. Тем самым по сравнению с методами DISIMPL-C и DISIMPL-V из [21] предлагае-
мые в работе алгоритмы балансируют глобальную и локальную информацию более со-
вершенным образом с целью обеспечения скорейшей сходимости к точкам глобального 
минимума сложных многоэкстремальных функций. 

В табл. 1–3 и на рис. 2 приведены результаты численного сравнения методов Gb-
DISIMPL-C и Gb-DISIMPL-V с их первоначальными версиями из [21] и с методами 
DIRECT и DIRECTl, широко используемыми (в силу их простоты) при решении при-
кладных задач глобальной оптимизации. Cравнение проведено на двухстах функциях 
из двух дифференцируемых GKLS-классов «простой» и «сложной» структуры (см. 
[11, гл.5] для детального описания техники проведения экспериментов с тестовыми 
классами на основе GKLS-генератора). Как видно из табл. 1–3, новые методы при зна-
чительно меньшем числе испытаний функций (табл. 1 и 2) обеспечивают весьма хоро-
ший уровень исследования области поиска (табл. 3). 

Таблица 1. Среднее число испытаний на двумерных GKLS-классах 

Класс DIRECT DIRECTl DISIMPL-C Gb-DISIMPL-C DISIMPL-V Gb-DISIMPL-V 
«Простой» 198.89 292.79 200.80 187.72 192.93 173.09 
«Сложный» 1063.78 1267.07 1189.60 701.28 1003.56 535.95 

Таблица 2. Максимальное число испытаний на двумерных GKLS-классах 

Класс DIRECT DIRECTl DISIMPL-C Gb-DISIMPL-C DISIMPL-V Gb-DISIMPL-V 
«Простой» 1159 2318 960 938 773 418 
«Сложный» 3201 3414 6696 2624 2683 1745 

 

  



 

131 

Таблица 3. Максимальное число подобластей на двумерных GKLS-классах 

Класс DIRECT DIRECTl DISIMPL-C Gb-DISIMPL-C DISIMPL-V Gb-DISIMPL-V 
«Простой» 1159 2318 960 938 1419 735 
«Сложный» 3201 3414 6696 2624 5085 3281 

 

 

Рис. 2. Операционные характеристики [4,13,27] сравниваемых методов при решении 
задач «простого» и «сложного» GKLS-классов размерности n=2 

По результатам проведенных экспериментов можно заключить, что при решении 
сложных многомерных многоэкстремальных задач наблюдается значительное преиму-
щество методов с использованием двухфазной стратегии поиска по отношению к гло-
бальным алгоритмам без использования подобной стратегии ускорения. С ростом раз-
мерности задач ожидается еще более существенное преимущество данной стратегии 
поиска глобального минимума. Кроме того, рассмотренная симплексная стратегия раз-
биения может быть успешно распараллелена (см. [1,22,27]), что дает дополнительные 
возможности для ускорения поиска. 
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