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Предлагается новая позиционная система с бесконечным основанием, позволяющая 

записывать бесконечно большие и бесконечно малые величины в явной форме ко-

нечным числом символов. Обсуждаются вопросы построения новых высокоточных 

численных методов на основе данной системы с использованием нового типа супер-

компьютеров – компьютера бесконечности.  

 

Введение 

Вопросам, связанным с бесконечностью и бесконечно малыми величинами посвя-

щена обширная литература (см., например, [3, 4, 11, 13]). Эти вопросы, как правило, за-

трагивают проблемы, напрямую связанные с основаниями математики. Те ответы на 

них, которые считаются удовлетворительными в каждый конкретный исторический пе-

риод, активно используются как в формировании фундамента математики этого време-

ни, так и при решении прикладных задач. Именно использование понятий бесконечно 

большого и бесконечно малого в численных методах и изучение способов их эффек-

тивной реализации на высокопроизводительных компьютерах, а также расширение 

границ их применения является основной задачей настоящей работы. 

1. Новая система счисления для представления конечных, бесконечно 

больших и бесконечно малых величин 

Современная точка зрения на бесконечность во многом определяется идеями 

Г. Кантора, который показал, что существуют бесконечные множества, имеющие раз-

ную мощность (см. [4]). Современные системы записи конечных чисел позволяют про-

водить вычисления с высокой точностью с конечными величинами. При работе 

с бесконечными числами возникают трудности. Существующие системы счисления не 

позволяют нам численно (не символьно) работать с бесконечными и бесконечно малы-

ми величинами на компьютере с использованием тех же формальных правил, что и при 

работе с конечными числами. Среди причин, которые не позволяют нам организовать 

такую работу, можно выделить, как минимум, следующие: существование неопреде-

ленных форм (например, ∞-∞, ∞/∞, 0*∞ и т.д.), невыполнение для бесконечности ари-

стотелевского принципа «часть меньше целого» (действительно, для любого конечного 

z следует z + 1 > z, тогда как ∞+1=∞) и невозможность хранения бесконечного числа 

знаков в конечной памяти компьютера. 

В работах [14, 15, 18, 20, 21] предлагается новая позиционная система записи с бес-

конечной базой, позволяющая выражать бесконечно большие и бесконечно малые ве-

личины в явной форме конечным числом символов. При этом вводится новый нуме-

рал , называемый гросс-единица (от англ. ―grossone‖, «большая единица»), определя-

емый как число элементов в множестве натуральных чисел, а символ ∞ (а также  0, 

1, ω) исключается из числа используемых нумералов (под нумералом понимается сим-
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вол или группа символов, используемых для представления числа). Некая величина A в 

новой позиционной системе записи представляется в виде: 

A = 
1ka  1k

2ka  2k …
Kka  Kk  = 



K

i

ki
a

1

 ik , где k1 > k2 > … > kK-1 > kK .  (1) 

В записи (1) конечные нумералы 
ika , 1  i  K, называются гросс-цифрами и могут 

быть как положительными, так и отрицательными; величины ki, 1  i  K, называются 

гросс-степенями и могут быть конечными, бесконечными и бесконечно малыми; сама 

же величина A называется гросс-нумералом. Таким образом, конечные величины a со-

ставляют частный случай записи (1), а именно, a = a
0
. Правила выполнения арифме-

тических операций с нумералами типа (1) подробно описаны в [5, 14–17]. 

Предлагаемая методология позволяет вычислить у определенных бесконечных 

множеств число их элементов (см. [14, 15, 21]), соблюдая принцип «часть меньше цело-

го». Например, легко определить, что количество нечетных натуральных чисел равно 

/2, также как и количество четных натуральных чисел, число целых чисел равно 

2+1 и т.д. Если из множества целых чисел исключить ноль, то в нем останется 2 

элементов. При этом следует /2 <  < 2 < 2+1. Аналогично, можно вычислить 

число элементов с точностью до одного элемента у определенных множеств контину-

альной мощности и показать, например, что 2 < 3 – 1 < 3 < 3 + 1 < . При этом 

новый подход не противоречит теориям Г. Кантора (см. [4]) и нестандартного анализа 

А. Робинсона (см. [3, 13]), а дополняет их, постоянно отслеживая разницу между чис-

лами и нумералами и изучая возможность практического выполнения операций (см.  

[7, 12, 20, 21]). 

Тем самым, данный физически ориентированный подход к численным расчетам 

позволяет построить простую и наглядную арифметику для практической работы не 

только с конечными числами, но и с бесконечно большими и бесконечно малыми вели-

чинами. При этом наблюдаемое в окружающем нас мире свойство «часть всегда мень-

ше целого», используемое при работе с конечными числами, естественно распростра-

няется на бесконечно большие и бесконечно малые величины. 

2. Компьютер бесконечности 

При решении многих прикладных задач, в частности, численного анализа матема-

тических моделей, негладкой и глобальной оптимизации, аппроксимации и т.д. возни-

кают условия, при которых требуется исследовать математические модели в их пре-

дельных состояниях и проводить вычислительные эксперименты с супервысокой точ-

ностью. Поскольку традиционные процессоры не позволяют проводить вычисления с 

бесконечными и бесконечно малыми числами, эти требования приводят к необходимо-

сти прекращения вычислений на компьютерах и привлечении экспертов для решения 

этих проблем путем создания новых математических моделей и т.п. 

Рассмотренная система записи чисел с бесконечным основанием открывает новое 

перспективное направление в вычислительной математике на базе «компьютера беско-

нечности», позволяющего автоматически производить численные (не символьные) рас-

четы с бесконечными, бесконечно малыми, конечными числами, а также с бесконеч-

ными числами с конечными и бесконечно малыми частями (см. [5, 8, 16, 17]). В рамках 

этого направления могут быть развиты принципиально новые вычислительные модели 

и алгоритмы с использованием исчисления бесконечно малых и бесконечно больших 

величин для нового поколения аппаратно-программных компьютерных платформ, об-

ладающих экстремальными характеристиками по производительности и точности. При 

этом повышение точности вычислительных операций осуществляется не за счет коли-

чественного увеличения вычислительной мощи компьютеров, а за счет применения ка-
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чественно новых форматов данных и позиционной системы счисления с основанием 

гросс-единица.  

Существует программный прототип компьютера бесконечности, использующий 

специально разработанную (на языках C++, C#) библиотеку классов и методов (см. [8]), 

которая дополняет существующие типы данных новым типом Grossnumber для опера-

ций с гросс-нумералами. Библиотека позволяет создавать объекты класса Grossnumber, 

соответствующие нумералам (1), и взаимодействовать с ними путем вызова специально 

разработанных методов, эффективно реализующих основные математические операции 

и дополнительные функции для расширения возможностей использования гросс-

нумералов (см. [5, 8, 16, 17]). 

 

Рис. 1. Интерфейс калькулятора бесконечности (с примером умножения двух гросс-

нумералов) 

С целью демонстрации работы компьютера бесконечности (см. [23]), в качестве его 

программного прототипа предлагается так называемый «калькулятор бесконечности», 

который позволяет осуществлять арифметические операции с гросс-нумералами. На 

рис. 1 приведен интерфейс калькулятора: в данном примере произведено умножение 

двух гросс-нумералов, Aleft = -6.3
–5 

7
–8.4 

и Aright = 3
54 

-15
0
, с результатом операции, 

Aresult = -18.9
49 

21
45.6 

94.5
–5 

-105
–8.4

. Как видно из записи операндов и результата, 

гросс-нумерал Aleft представляет бесконечно малую величину (все гросс-степени конеч-

ны и отрицательны), Aright – бесконечно большую величину (в которой присутствует 

также и конечная часть, -15
0 

= -15), а результат Aresult состоит как из бесконечно боль-

ших (-18.9
49 

21
45.6

), так и бесконечно малых (94.5
–5 

-105
–8.4

)
 
гросс-нумералов. 

3. Примеры прикладных задач 

Предлагаемый подход позволяет дать детальные ответы на серию классических во-

просов и парадоксов, имеющих дело с бесконечно большими и бесконечно малыми ве-

личинами. Например, с новых позиций могут быть рассмотрены машины Тьюринга 

(см. [22]) и первая проблема Гильберта (см. [18]). В работах [9, 10, 12, 19, 21, 24, 25] об-

суждаются границы применимости нового подхода и рассматриваются приложения 

(численный анализ, теория вероятности, оптимизация, фракталы и др.). 



 

368 

В качестве простого, но эффектного примера рассмотрим задачу условной оптими-

зации. Как известно (см., например, [1, 2, 6]), одним из методов ее решения является 

использование штрафных функций с последующим анализом условий регулярности. 

При этом возникает проблема подбора штрафных параметров, которая не всегда может 

быть удовлетворительно решена. Оказывается (см. [10]), использование -нумералов 

позволяет избежать неинтуитивного итерационного выбора коэффициентов штрафных 

функций, автоматизируя решение задач безусловной оптимизации. 

Пусть, например, требуется найти решение следующей простой задачи: 

    min (1/2 x1
2
 + 1/6 x2

2
),    

(2) 
x = (x1,x2):  x1+ x2 = 1.   

Используя метод штрафных функций (см., например, [2]), эта задача может быть 

решена путем (безусловной) минимизации некоей новой функции, например: 

min (1/2 x1
2
 + 1/6 x2

2
) – 1/(2ε)(1– x1– x2)

2
,   (3) 

где выбор штрафного параметра ε осуществляется либо путем его последовательного 

уменьшения, либо априорно. И в том, и в другом случаях имеются известные трудно-

сти с определением данного коэффициента. Заменяя же в (3) величину 1/ε на  и ис-

пользуя необходимые условия экстремума 

x1 –  (1–x1–x2) = 0 и 1/3x2 – (1–x1–x2) = 0, 

получаем следующую стационарную точку минимизируемой функции: 

x
*
1 =1/(1+4),          x

*
2 =3/(1+4).    (4) 

Легко заметить, что значения x
*
1, x

*
2 из (4) могут быть записаны также как: 

x
*
1 =1/4 – 

–1
(1/16 – 1/64

–1
 …),          x

*
2 =3/4 – 

–1
(3/16 – 3/64

–1
 …), 

где в записях гросс-нумералов x
*
1, x

*
2 можно выделить конечные части ( x 1=1/4 и  

x 2=3/4, соответственно) и бесконечно малые (гросс-нумералы с отрицательными гросс-

степенями). Оставляя в этих записях лишь конечные части, автоматически получаем 

решение x 1=1/4, x 2=3/4 исходной задачи (2) без привлечения процедуры подбора 

штрафного параметра в (3). 

Подобная техника может быть использована не только при решении задач без-

условной оптимизации, но и во многих других областях, включая методы решения си-

стем линейных и дифференциальных уравнений. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России, государствен-

ное соглашение о предоставлении гранта № 14.В37.21.0878. 
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