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ОБЗОР МЕТОДОВ ПЕРЕУПОРЯДОЧЕНИЯ 

СИММЕТРИЧНЫХ РАЗРЕЖЕННЫХ МАТРИЦ 

А.Ю. Малова 

Нижегородский госуниверситет им. Н.И. Лобачевского 

Рассматривается задача уменьшения заполнения факторов разреженных матриц. 

Приводится обзор методов переупорядочения матриц. Основное внимание уделяется 

методу минимальной степени, методу вложенных сечений и их модификациям. Дает-

ся обзор программного обеспечения, решающего указанную задачу. 

 

Введение 

Одной из актуальных задач алгебры разреженных матриц является решение систем 

линейных алгебраических уравнений      с разреженной симметричной положи-

тельно определенной матрицей  . Для решения разреженных СЛАУ применяются пря-

мые и итерационные методы. Прямой метод основан на факторизации матрицы систе-

мы (для симметричных положительно определенных матриц – разложение Холецкого) 

с последующим решением треугольных систем. Одна из основных особенностей дан-

ного подхода – возрастание числа ненулевых элементов матрицы в процессе фактори-

зации. Это влечет за собой вычислительные трудности, которые могут повлиять на 

возможность и эффективность решения данной задачи на ЭВМ: необходимо выделять 

дополнительную память для хранения новых ненулевых элементов, с ростом их числа 

значительно увеличивается время, необходимое для факторизации матрицы. Кроме то-

го, сильное заполнение влечет за собой накопление вычислительных ошибок, что мо-

жет повлиять на саму возможность использования прямого метода. 

Для решения данной проблемы к исходной матрице применяется процедура пере-

становки ее строк и столбцов с целью уменьшения заполнения фактора. Из всех    пе-

рестановок для матрицы порядка   одно или более обеспечивают минимальное запол-

нение и несколько упорядочений минимизируют число арифметических операций при 

факторизации. Нахождение таких перестановок является NP-полной задачей [51], и на 

практике применяются эвристические методы, использующие представление исходной 

матрицы   в виде графа.Основные методы переупорядочения, позволяющие снизить 

заполненность симметричной разреженной матрицы, можно разделить на две группы – 

подходы, основанные на методе вложенных сечений, и подходы, основанные на методе 

минимальной степени. Для ленточных матриц существует специальный класс алгорит-

мов типа Катхилла-Макки, которые оставим за рамками обзора. 

В данной работе рассмотрены указанные методы переупорядочения симметричных 

разреженных матриц и их модификации, дано сравнение методов. Также приведен об-

зор программных библиотек для переупорядочения матриц и разделения графов. Ре-

зультаты работы используются на кафедре математического обеспечения ЭВМ факуль-

тета ВМК ННГУ при разработке нового прямого решателя для больших разреженных 

систем линейных алгебраических уравнений [53, 54]. 

Метод вложенных сечений 

Метод вложенных сечений (nested dissection, ND) был предложен А. Джорджем [8] 

в 1973 г. для решения матричных задач, возникающих в конечно-разностных и конеч-
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но-элементных приложениях. В 1978 г. Джордж и Лю [11] обобщили алгоритм для за-

дач с нерегулярной сеткой. Метод основан на многократном разбиении графа матрицы 

при помощи вершинных разделителей. На каждом шаге алгоритма некоторым образом 

выбирается разделитель графа, его вершины нумеруются и удаляются из графа. При 

этом граф распадается на две или более связные компоненты. Затем данная процедура 

повторяется рекурсивно для каждой новой связной компоненты графа, до тех пор, пока 

не будут пронумерованы все вершины. При таком подходе заполнение локализуется в 

областях матрицы, соответствующих выделенным подграфам и разделителю. Метод 

вложенных сечений для регулярной     сетки дает минимальное заполнение – 

 (      ).  

Модификации метода различаются, в первую очередь, способами выделения разде-

лителя и связных подграфов. Так, в методе автоматических вложенных сечений (auto-

matic nested dissection) [11] разделитель выбирается из середины структуры уровней 

смежности графа, построенной с корнем в псевдопериферийной вершине. Заполнение 

фактора матрицы после работы алгоритма автоматических вложенных сечений состав-

ляет  (     ), где   – число вершин графа.  

Липтон, Роуз и Тарьян в 1979 г. предложили обобщенный метод вложенных сече-

ний (generalized nested dissection) [32]. Их алгоритм основан на теореме о √ -

разделителе и дает заполнение фактора матрицы  (     ). Теоретически метод был 

исследован в работах Липтона и Тарьяна [33], Гильберта и Тарьяна [15]. 

Для разбиения графа в ряде модификаций используется спектральная информация 

о его матрице. Потен, Симон и соавторы в 1992 г. предложили спектральный метод 

вложенных сечений (spectral nested dissection) [42], особенностью которого является ал-

горитм спектрального разделения графа [41]. В данном подходе граф разделяется по 

средней компоненте собственного вектора, соответствующего второму по величине 

собственному числу матрицы Лапласа графа. Самой трудоемкой операцией при этом 

является вычисление необходимого собственного вектора. 

Группа методов вложенных сечений использует геометрическую информацию о 

вершинах. Метод картезианских вложенных сечений (cartesian parallel nested dissection) 

[19] был предложен Хифом и Рагхаван в 1991 г. Они использовали двумерные декарто-

вы координаты для нахождения разделителя. В этом случае граф разделяется по значе-

нию одной из координат. Геометрический метод разделения графа был предложен 

Миллером, Тэнгом и соавторами в 1993 г. [36], а затем применен Гильбертом, Милле-

ром, Тэнгом в 1994 г. [13]. В отличие от метода картезианских вложенных сечений, ав-

торы использовали координаты вершин графа в d-мерном пространстве, спроецирован-

ные на поверхность    -мерной сферы. Для нахождения разделителя вычисляется 

центральная точка, разделяющая исходное множество точек на две примерно равные 

части, а разделитель определяется как множество вершин, близких к проекции произ-

вольного    -мерного круга на исходную d-мерную поверхность. Недостатком гео-

метрического подхода является его вычислительная трудоемкость при определении 

центральной точки. Некоторые эвристики для практического применения были рас-

смотрены в работе [13]. 

За последние годы были предложены модификации метода вложенных сечений, 

основанные на многоуровневой процедуре разделения графа с комбинированными тех-

никами нахождения разделителя. Большинство из них используют специализированные 

алгоритмы для разделения графов (graph partitioning) и улучшения разделения (partition 

refinement). На каждом шаге переупорядочения многоуровневым методом поиск опти-

мального разделителя выполняется в три этапа. 

 Огрубление графа (coarsening): с помощью процедуры паросочетания вершин стро-

ится последовательность графов            таких, что                  . 
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 Разделение графа (partitioning): поиск разделителя и выделение двух несвязных 

компонент наименьшего огрубленного графа   . 

 Развертывание графа (uncoarsening): разделение графа    проектируется на ис-

ходный граф  через последовательность графов               . Во время этого 

процесса выполняется улучшение проецируемого разделение графа. 

Такая схема позволяет находить достаточно хорошее разделение графа за прием-

лемое время, т.к. трудозатратные алгоритмы применяются к небольшим по размеру 

графам. Многоуровневый метод вложенных сечений был применен в работах Кариписа 

и Кумара [26], Эшкрафта и Лю [2], Хендриксона и Леланда [20], Хендриксона и Рот-

берга [23], Гупта [17] и др. 

Для выполнения огрубления графа применяются различные методы паросочетания 

(matching). Среди наиболее используемых техник нахождения паросочетаний – метод 

случайных паросочетаний (randommatching), паросочетание тяжелых ребер (heavy edge 

matching), паросочетание легких ребер (light edge matching), паросочетание тяжелых 

клик (heavy clique matching) [26]. Сложность таких алгоритмов составляет  (   ).  

После огрубления графа выполняется разделение наименьшего графа     на две 

примерно равные части, затем выделяется вершинная или реберная граница разбиения. 

По типу используемого аппарата в алгоритмах для разбиения графов можно выделить 

три группы: спектральные, геометрические и комбинаторные. Подробный обзор мето-

дов разделения графа представлен в работе Потена [40]. 

Среди комбинаторных методов широко применяется группа алгоритмов, основан-

ных на итерационном улучшении разбиения. Впервые такой подход был предложен 

Керниганом и Лином [31] в 1970 г., а затем модифицирован Фидуччиа и Матэйсесом 

[7] в 1982 г. за счет использования специальных структур данных. Модификация алго-

ритма Кернигана–Лина для вершинного разделителя была представлена Эшкрафтом и 

Лю [2] в 1996 г. На каждом шаге итерационных алгоритмов оценивается качество по-

лученного разбиения и размер разделителя, а также целесообразность перемещения 

вершин из разделителя в одну из частей графа. Временная сложность одной итерации 

алгоритма Кернигана–Лина составляет  (         ), для алгоритмов Фидуччиа–

Матфейсеса и Эшкрафта–Лю эта оценка уменьшена до  (   ) при использовании соот-

ветствующих структур данных. Подобные алгоритмы преимущественно находят ре-

берный разделитель графа, для определения вершинного разделителя затем находят 

наименьшую вершинную оболочку реберного разделителя.  

Другие комбинаторные методы разделения графа основаны на «наращивании» под-

графа вокруг некоторой вершины. К таким методам относятся алгоритм выращивания 

графа (graph growing algorithm, GGP) и жадный алгоритм выращивания графа (greedy 

graph growing algorithm, GGGP), использующий специальные веса. Их основным недо-

статком является чувствительность к выбору начальной вершины для «наращивания» 

подграфа. 

На этапе развертывания графа на каждом шаге применяются локальные техники 

улучшения проецируемого разделения. Для этого обычно используются итерационные 

методы (модификации алгоритма Кернигана–Лина), где в качестве начального прибли-

жения выбрана проекция разделения предыдущего графа. 

Метод минимальной степени 

Одним из распространенных методов переупорядочения матрицы является метод 

минимальной степени (minimum degree, MD), предложенный Тиннеем и Уолкером в 

1969 г. [47]. Этот алгоритм является симметричным аналогом алгоритма Марковица 

[35] (1957 г.) и основан на локальной стратегии уменьшения заполнения фактора мат-
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рицы. Теоретические основы метода минимальной степени приведены в работах Роуза 

[43, 44]. 

Метод минимальной степени в некотором смысле моделирует процесс симметрич-

ного Гауссова исключения. Вершина, исключаемая из графа на каждом шаге алгорит-

ма, соответствуют выбору ведущего элемента в строках и столбцах, обеспечивающих 

внесение наименьшего числа ненулевых элементов. В процессе упорядочения строится 

последовательность графов исключения (elimination graphs), в которой каждый следу-

ющий граф получен из предыдущего удалением вершины с минимальной степенью и 

созданием клики между всеми смежными с ней вершинами.  

В такой постановке наиболее затратными операциями являются преобразование 

графа и пересчет степеней. Одно из улучшений алгоритма, использующее структуру 

только исходного графа, основано на использовании достижимых множеств [52]. Также 

для представления графов исключения используются фактор-графы (quotient graphs, 

Джордж, Лю, [9]), супер-элементы (superelements, Дафф, Рэйд [5]). Эти подходы осно-

ваны на слиянии связанных исключенных вершин в супер-узлы. Ряд модификаций ал-

горитма, направленных на одновременное исключение последовательности вершин 

(mass elimination), был предложен Джорджем и Лю [9, 10] в 1980 г. В этих работах ав-

торы ввели понятие неразличимых вершин (indistinguishable nodes) – вершин, смежные 

множества которых совпадают. 

Существует ряд эвристик для сокращения вычислений при пересчете степеней. 

Например, Эйзенстат и соавторы [6] в 1977 г. использовали неполное обновление сте-

пеней (incomplete degree update). Они показали, что если смежное множество вершины 

  включено в смежное множество вершины  , то степень вершины   не нужно вычис-

лять, пока не будет исключена вершина   (в этом случае вершина   называется превос-

ходимой (outmatched)).  

В 1985 г. Лю предложил множественный метод минимальной степени (multiple 

minimum degree, MMD) [34], основанный на одновременной нумерации всех возможных 

вершин минимальной степени до этапа пересчета степеней. Такой подход ухудшает ка-

чество получаемой перестановки, однако позволяет уменьшить время вычислений за 

счет отложенного пересчета степеней вершин. Лю предложил использовать в алгорит-

ме внешние степени вершин вместо их действительных степеней. Этот прием умень-

шает размер клики, создаваемой после удаления вершины с минимальной степенью. 

Одним из активно развивающихся подходов к модификации метода минимальной 

степени является использование оценок степеней вершин вместо их значений. При-

ближенный метод минимальной степени (approximate minimum degree, AMD) был 

предложен Амстеем, Дэвисом и Даффом [1] в 1996 г. Данный прием также использова-

ли Гильберт, Молер, Шрейбер [14], Дэвис, Гильберт, Ларимор и Нг [4] и др. 

Подробный обзор модификаций метода минимальной степени представлен в рабо-

те Джорджа, Лю [12]. Отметим, что метод минимальной степени дает наименьшее за-

полнение фактора, если граф матрицы был деревом, в других случаях заполнение не 

минимально. 

Обзор программного обеспечения 

Мировым лидером среди программных пакетов для разделения графов и переупо-

рядочения разреженных матриц является группа библиотек METIS, разработанная в 

Университете Миннесоты (США). В пакете METIS [25] для переупорядочения матриц 

и разделения графов реализована последовательная версия многоуровневого метода 

вложенных сечений, основанная на работах [26, 28]. В пакете ParMETIS [30] содержит-

ся параллельная MPI-версия многоуровневого метода вложенных сечений, основанная 

на работах [27, 29, 45].  
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Другая широко используемая академическая разработка – библиотека Scotch [39] и 

ее параллельная версия PT-Scotch [3] от лаборатории LaBRI Университета Бордо 

(Франция). Библиотеки предназначены для разделения графов и гиперграфов, переупо-

рядочения разреженных матриц. Для переупорядочения матриц используется комбини-

рованный подход [38]. Сравнение работы пакетов PT-Scotch, ParMETIS и WSMP [18] 

можно найти в работе [16]. 

К другим известным библиотекам относятся Chaco и JOSTLE. Библиотека Chaco 

[22], предназначенная для разделения графов, была разработана в лаборатории Sandia 

National Laboratories (США). В ней реализованы  модификации многоуровневого и 

спектрального методов вложенных сечений на основе работ [20, 21, 23]. Программный 

комплекс JOSTLE [48], разработанный в Гринвичском университете (Великобритания), 

включает средства для последовательного и параллельного многоуровневого разделе-

ния графов. Особенности реализации многоуровневой схемы основаны на работах ав-

торов [49, 50]. 

В библиотеках для решения систем линейных уравнений с разреженной матрицей,  

как правило, имеются встроенные методы для переупорядочения, а также обеспечива-

ется интерфейс для подключения специализированных библиотек. Например, в ком-

мерческом пакете для разреженных матриц MKL Pardiso, входящем в состав  библиоте-

ки Intel® MKL [24], используется оптимизированная версия метода вложенных сечений 

из библиотеки METIS, а также собственная реализация множественного метода мини-

мальной степени. Один из ведущих академических параллельных прямых решателей, 

MUMPS [37], содержит реализацию ряда модификаций метода минимальной степени 

(приближенный, приближенный с выбором квазиплотной строки (QAMD), метод ми-

нимизации заполнения (approximate minimum fill-in, AMF)). Также библиотека имеет 

интерфейс для использования переупорядочения из пакета PORD [46], распространяе-

мого вместе с MUMPS, и внешних библиотек METIS, SCOTCH, ParMETIS, PT-

SCOTCH.  

Заключение 

Задача нахождения переупорядочения, минимизирующего заполнение фактора Хо-

лецкого матрицы, является NP-сложной [51]. Для ее решения разработаны различные 

эвристические методы, среди которых широко применяются классы методов вложен-

ных сечений и методов минимальной степени. Рассмотренные подходы различаются 

стратегией обработки матрицы: метод минимальной степени использует локальную 

стратегию уменьшения заполнения, а метод вложенных сечений – глобальную. 

В настоящее время в практических приложениях широко используется подход, ос-

нованный на комбинировании метода вложенных сечений и метода минимальной сте-

пени. Чаще всего сначала процесс переупорядочения ведется методом вложенных се-

чений, а когда размер оставшихся подграфов будет достаточно малым, к ним применя-

ется метод минимальной степени. Это позволяет использовать достоинства обоих алго-

ритмов: сбалансированность разделения графа вложенными сечениями и локальное 

уменьшение заполнения методом минимальной степени. Иногда множество разделите-

лей, полученных на одном шаге метода вложенных сечений, затем переупорядочивает-

ся методом минимальной степени. Комбинированный подход был использован, в част-

ности, в работах Хендриксона и Ротберга [23], Пеллигрини, Ротберга и Амстея [38], 

Гупта [17]. 

В случае параллельных вычислений большую роль играет структура порождаемого 

дерева исключения, построенного по портрету фактора матрицы. Предпочтительным 

является портрет с «коротким и широким», а не «узким и длинным» деревом исключе-

ния, поскольку первое оставляет большие ресурсы для параллелизма. Такой портрет 
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характерен для метода вложенных сечений. Дерево исключения, порождаемое при пе-

реупорядочении методом минимальной степени, имеет более «узкую и длинную» 

структуру. На практике этот метод чаще применяют для небольших матриц. В парал-

лельных решателях преимущественно используют модификации метода вложенных се-

чений, чаще всего – многоуровневого. Это позволяет найти приемлемое по качеству и 

перспективам последующего распараллеливания переупорядочение за относительно 

небольшое время. 

 

Работа выполнена в лаборатории ITLab ННГУ в рамках ФЦП при финансовой под-

держке Минобрнауки России, гос. соглашение № 14.B37.21.0878. 
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