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Адаптивные параллельные алгоритмы для многомерной  
многоэкстремальной оптимизации 

А.В. Гергель, Д.В. Гнатюк 
Нижегородский государственный университет им Н. И. Лобачевского 

1. Задачи многомерной многоэкстремальной оптимизации  
и многошаговая схема редукции размерности 

Задача многомерной многоэкстремальной оптимизации может быть определена 
как проблема поиска наименьшего значения действительной функции φ(y) 

φ(y*) = min{φ(y): y∈D}, (1) 

где D есть область поиска, представляющая собой некоторый гиперпараллелепипед N-
мерного евклидова пространства. 

Многие регулярные поисковые методы решения многомерных оптимизационных 
задач сводят многомерную задачу (явно или неявно) к системе одномерных подзадач. 
Один из наиболее общих методов редукции размерности состоит в применении много-
шаговой схемой редукции размерности, согласно которой решение многомерной задачи 
оптимизации может быть получено посредством решения последовательности «вло-
женных» одномерных задач (см., например, [1-3]): 
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Согласно (2) решение многомерной задачи (1) сводится к решению одномерной 
задачи: 
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Правила (3) – (5) определяют множество задач: 

}1),,({ liхyfF iil ≤≤= . (6) 

порождаемых в соответствии с многошаговой схемой редукции. Количество задач в 
множестве Fl в процессе поиска может изменяться: увеличиваться при переходе к сле-
дующей переменной и уменьшаться при завершении решения какой-либо из задач 
(можно отметить, что при этом количество задач не превышает размерность решаемой 
задачи N). При этом активной – решаемой – в множестве Fl является только одна задача 
– это задача с максимальным номером варьируемой переменной. 

В работе предлагается обобщенная (адаптивная) многошаговой схемы редукции 
размерности, в которой предлагается осуществлять одновременное решение всех задач 
множества Fl. Такое решение может выполняться последовательно (при наличии един-
ственного процессора), тогда для выполнения очередной итерации глобального поиска 
необходимо выбирать для решения одну из задач множества Fl в соответствии с тем 
или иным правилом выбора задач. Но решение задач может выполняться и параллель-
но, если используемый вычислитель является многопроцессорным или многоядерным. 
Именно параллельный – более общий вариант – будет рассматриваться далее в работе. 
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Важно отметить, что выполнение итерации глобального поиска для любой задачи 
множества Fl с номером переменной меньшим, чем N (N есть размерность решаемой 
задачи), будет приводить к порождению новой одномерной задачи вида (4), и, тем са-
мым, количество задач в семействе Fl может оказаться значительным (десятки и сотни 
тысяч для сложных задач оптимизации). 

Выделим в семействе решаемых задач оптимизации Fl из (6) задачи для последней 
варьируемой переменной (задачи уровня N) – будем называть задачи подобного вида 
терминальными (нетерминальные задачи семейства будут именоваться далее струк-
турными). В соответствии с выдвинутыми в начале работы предположениями именно 
при решении таких задач выполняется наибольший объем вычислений, т.к. только в 
этих задачах осуществляется вычисление значений функционалов исходной решаемой 
задачи оптимизации. 

2. Централизованная схема параллельного глобального поиска 
Общая схема построения параллельных методов на основе рассмотренных в ста-

тье алгоритмов состоит в следующем. Характеристики интервалов, вычисляемые алго-
ритмами глобального поиска, рассматриваются как некоторая мера важности интерва-
лов на предмет содержания в них искомого решения оптимизационной задачи. Следуя 
данному пониманию, в параллельных методах после выбора точки проведения испыта-
ния для первого процессора в точном соответствии с последовательным алгоритмом, 
для второго процессора точку испытания выбирается из следующего по важности ин-
тервала (т.е. из интервала со следующей по порядку максимальной характеристикой) и 
т.д.  

Рассмотренная выше идея послужила основой для целого направления работ по 
разработке параллельных информационно-статистических алгоритмов глобального по-
иска – см., например, [2, 4]. Один из важных результатов в данном направлении состо-
ит в том, что для параллельных алгоритмов оптимизации оказалось возможным форму-
лирование общей схемы характеристической представимости [3-4]. Данная схема мо-
жет быть обобщена для предлагаемого в работе подхода. 

Схема характеристической представимости параллельных алгоритмов мно-
гоэкстремальной оптимизации на основе адаптивной многошаговой редукции 
размерности. Пусть p>1 есть число процессоров, используемых для решения задачи 
оптимизации. Каждый из процессоров, получив точку y∈D, осуществляет независимо и 
параллельно с другими процессорами вычисление значения функции ϕ(y) из (1). В про-
цессе вычисления значения функции испытание считается незавершенным – тем са-
мым, при выполнении алгоритма будут существовать точки завершенных и незавер-
шенных испытаний. 

Далее, пусть проводятся первые p>1 испытаний в некоторых точках области по-
иска D и количество завершенных испытаний k=0. Тогда выбор точки очередной ите-
рации (решающее правило алгоритма) включает выполнение следующего набора дей-
ствий: 

1. Начало итерации. Если завершено k>0 испытаний в точках y1, y2,…, yk, и реа-
лизуются испытания в точках yk+1, yk+2,…, yk+p, вычислительная схема алгоритма нахо-
дится в состоянии ожидания. Если же одно из параллельных испытаний завершается, 
номер k увеличивается на единицу и алгоритм переходит к формированию точки xk+p+1 
нового k+p+1 испытания. 

2. Вычисление характеристик. Для всех задач семейства Fl необходимо выпол-
нить правила 2.1 – 2.4. 

2.1 Формирование системы интервалов. Координаты x1, x2,…, xs(j), испытаний 
(завершенных и незавершенных) вместе с граничными точками aj и bj области одно-
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мерной задачи оптимизации fj(x)∈Fl перенумеровываются нижним индексом в порядке 
возрастания: 

jssj bxxxxxa =≤≤≤≤≤= −1210 ... .  

2.2. Список допустимых интервалов. Сформировать список номеров Is допус-
тимых интервалов sii Iixx ∈− ),,( 1 , в качестве которых рассматриваются такие интерва-
лы, граничные точки которых являются координатами завершенных интервалов, либо 
граничными очками области [aj,bj].  

2.3. Вычисление характеристик допустимых интервалов. Каждому допусти-
мому интервалу, ставится в соответствие величина R(i), называемая далее характери-
стикой интервала. 

2.4. Выбор интервала с максимальной характеристикой. Среди допустимых 
интервалов определить интервал stt Itxx ∈− ),,( 1 , которому соответствует максимальная 
характеристика R(t), т.е. 

}:)(max{)( sIiiRtR ∈=  (7) 

(данная характеристика R(fj)= R(t) будет называться также характеристикой задачи 
fj(x)∈Fl).  

3. Вычисление точки нового испытания. Точка xk+p+1 очередной итерации гло-
бального поиска выбирается внутри интервала ),( 1 tt xx −  для задачи fτ(x)∈Fl с макси-
мальной характеристикой R(fτ) в соответствии с правилом 
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Если выбранная задача является структурной (номер переменной меньше размер-
ности задачи), то порождается новая задача семейства в соответствии с правилами (3)-
(5) и выполнение правил начинается с шага 2. Для терминальной задачи в соответствии 
с выбранной точкой xk+p+1 формируется вектор варьируемых переменных yk+p+1 для оче-
редного испытания. Для вычисления значений оптимизируемой функции данный век-
тор в асинхронном режиме отсылается процессу с наименьшей нагрузкой, а само испы-
тание считается незавершенным. 

4. Проверка условия остановки. Завершение глобального поиска происходит, 
если в правиле 3 выбирается интервал ),( 1 tt xx − с максимальной характеристикой R(t), 
длина которого оказывается меньшей заданной точности поиска ε>0, т.е. выполняется 
условие  

ε≤− −1tt xx .  

Приведенное правило остановки допускает два варианта применения: "слабое" 
условие прекращает вычисления при выполнении правила остановки для любой задачи 
семейства Fl; "строгий" вариант условия осуществляет проверку правила остановки 

только для функции самого верхнего уровня )(~
11 yϕ . 

Характеристическая схема представимости параллельных алгоритмов глобально-
го поиска может быть детализирована для получения того или иного метода многоэкс-
тремальной оптимизации указанием правила вычисления характеристики интервалов 
(7) и правила определения точки очередного испытания (8). В качестве этих правил мо-
гут быть использованы правила практически любого существующего последовательно-
го алгоритма поиска глобального поиска и, как результат, на его основе может быть 
сформирован параллельный метод многоэкстремальной оптимизации, соответствую-
щий исходному последовательному алгоритму. Так, в частности, могут быть задейст-
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вованы правила метода последовательного сканирования, метода ломаных, а также 
правила всех информационно-статистических алгоритмов [3]. 

3. Распределенная схема параллельного глобального поиска  
для адаптивной многошаговой схемы редукции размерности 

Централизованная схема организации параллельных вычислений является доста-
точно эффективной при сравнительно небольшом количестве используемых процессо-
ров. В случае же многопроцессорных систем с существенным числом (сотни и тысячи) 
процессоров управляющий узел системы, обеспечивающий выполнение решающих 
правил алгоритмов, обработку поисковой информации и определение точек очередных 
испытаний может оказаться «узким» местом. Управляющий процессор может не успе-
вать обеспечивать нагрузку для всех процессоров-исполнителей даже если этот управ-
ляющий процессор будет обладать повышенной производительностью. Все дальнейшее 
рассмотрение будет выполнено на примере для информационно-статистических мно-
гомерных методов многоэкстремальной оптимизации с адаптивной многошаговой схе-
мы редукции размерности. 

Введем множество номеров задач семейства Fl из (6): 
L = { 1, 2, … , l }, (9) 

и пусть для проведения вычислений имеется p>1 процессоров. Распределим имеющие-
ся задачи между процессорами – данное распределение можно зафиксировать при по-
мощи соответствующего разделения множества L на подмножества: 

Π = { π1, π2, … , πp }, (10) 

πi = { js : js ∈L, 1≤s≤ li }, 1≤i≤p, 
∀ i∈L ∃ j : i∈πj, ∀ i,j ⇒ πi∩πj ={∅} 

где πi, 1≤i≤p, есть множество задач, распределенных для решения на процессоре i, 
1≤i≤p. 

Построенная схема является децентрализованной – все процессоры работают па-
раллельно и самостоятельно генерируют точки проведения испытаний. С другой сто-
роны, распределение задач между процессорами приводит к сложным информацион-
ным зависимостям между процессорами. Для решения данной проблемы в статье пред-
лагается эффективная децентрализованная схема распределенных вычислений, в кото-
рой учитывается структура иерархической зависимости решаемых задач оптимизации. 

Пусть номера терминальных задач образуют множество 

LN = { ij : ij ∈L, 1≤j≤ lN }. (11) 

Терминальные задачи распределяются между процессорами; выбранное распре-
деление фиксируется по аналогии с (10): 

Π N = { π0, π1, π2, … , πp }, (12) 

π0= L \ LN, πi = { js : js ∈ LN, 1≤s≤li }, 1≤i≤p, 
∀ i∈L ∃ j : i∈πj, ∀ i,j ⇒ πi∩πj ={∅}. 

В (12) каждое подмножество πi, 1≤i≤p, определяет список терминальных задач, 
распределенных для решения на процессоре i, 1≤i≤p. Подмножество π0 содержит номе-
ра всех структурных задач, обработку которых может осуществлять дополнительный 
процессор. Подобное распределение задач обеспечивает систематический характер ин-
формационных взаимодействий между процессорами - процессоры с терминальными 
задачи пересылают получаемые оценки минимальных значений исходной оптимизи-
руемой задачи только управляющему процессору, а управляющий процессор занимает-
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ся обработкой только структурных задач без выполнения трудоемких вычислений зна-
чений функционалов исходной решаемой задачи оптимизации. 

Приведем результаты выполненных численных экспериментов для оценки эффек-
тивности распределенной схемы параллельного глобального поиска для адаптивной 
многошаговой схемы редукции размерности. Для проведения вычислительных экспе-
риментов использовался класс тестовых задач многоэкстремальной оптимизации Рас-
тригина:  
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Рисунок 1. Оценка эффективности распределенной схемы параллельного  

глобального поиска для адаптивной многошаговой схемы редукции размерности. 
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