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Введение 
Летом 2009 года группа исследователей Нижегородского государственного уни-

верситета им. Н.И. Лобачевского приступила к реализации поискового проекта по Фе-
деральной целевой программе «Научные и научно-педагогические кадры инновацион-
ной России», в рамках темы, наименование которой приведено в качестве заголовка те-
зисов. Представленный ниже материал информирует о характере выполняемых работ в 
той их части, которая соответствует тематике конференции: приводится описание клас-
сов задач, подходов к их исследованию, а также обзор имеющихся результатов. 

Рассматриваемые классы задач 
В рамках проекта рассматривается широкий класс задач принятия оптимальных 

решений, представимых перестраиваемым в ходе анализа семейством задач векторной 
многоэкстремальной оптимизации при невыпуклых ограничениях сложной структуры: 
 ,:, inf,)( nRDfYyyf →∈→   (1) 
 mN RDggyggRDyY →≤≤⊆∈= +− :},)(;{  (2) 
 },:{ byaRyD N ≤≤∈=  (3) 
где некоторые компоненты векторов-ограничителей +− gg , могут принимать значения 
-∞ или +∞ соответственно. Заметим, что задачи указанного типа принципиально отли-
чаются от рассматриваемых, например, в [10] и некоторых других источниках много-
экстремальных задач специальной структуры, требующих применения совершенно 
иного математического аппарата и подходов, по сравнению с описываемыми ниже. Се-
мейства задач (1)-(3) интерактивно формируются на основе общей модели оптимизи-
руемого объекта (процесса, явления и т.п.), включающей базовый набор параметров 
объекта LNRP L ≤⊆ , , а также совокупность критериев качества ).( pw  При формиро-
вании промежуточной задачи (1)-(3) происходит выделение из общего вектора пара-
метров p  набора варьируемых компонент, образующих в (1)-(3) вектор y , при закреп-
лении значений остальных параметров. Кроме того, из набора критериев качества )( pw  
выделяется группа оптимизируемых критериев, образующих целевую вектор-функцию 

)(yf , а также набор ограничиваемых критериев, образующий функции ограничений-
неравенств )(yg  в (2), вместе со значениями ограничителей +− gg , . Предполагается, 
что в процессе поиска оптимального решения постановка задачи (1)-(3) может быть 
многократно трансформирована по результатам оптимизационных расчетов, выпол-
ненных для предшествующих постановок задач.  

Наиболее характерным ограничением на свойства критериев в многоэкстремальной 
оптимизации обычно является непрерывность по Липшицу или Гельдеру с неизвест-
ным априори значением соответствующих констант (см. [1,2,4,9,11,19,18] и др.). 
В рамках выполняемого проекта кроме этой широко используемой гипотезы рассмат-
риваются ее расширения, а именно, классы функций с вычислимым липшицевым гра-
диентом ([9, 13,18] и др.), или же функции с липшицевой производной по направлени-
ям, в предположении, что сами производные не вычисляются [3, 4]. Функции последне-
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го из указанных классов характеризуются тем, что для некоторой константы 0>L  
2121 ,, yyDyy ≠∈∀  и ||||/)( 1212 yyyyu −−=  имеет место оценка 

 |||||/)(/)(| 1212 yyLuyfuyf −≤∂∂−∂∂ .  
Поскольку разным классам функций соответствуют различные наборы 

),( gfJJ kk =  измеряемых в некоторой точке ky  (из области поиска) локальных харак-
теристик функций (значений, первых производных), то такие измерения будем назы-
вать испытаниями.  

Ансамбли накопленных за k  шагов результатов испытаний образуют поисковую 
информацию },...,1:),{( kiJy ii

k ==ω , используемую алгоритмами рассматриваемых 
ниже семейств при построении моделей (оценок) поведения функций, описывающих 
постановку задачи. Наличие единой расширяемой информационной базы позволяет 
выполнять трансформацию постановок задач (1)-(3) с возможностью сохранения и ис-
пользования ранее накопленной поисковой информации, если только трансформация 
не приводила к изменению набора варьируемых параметров y  и общего ансамбля ис-
пользуемых критериев gf , . 

Редукция сложности структуры задач и семейство базовых алгоритмов  
с учетом параллелизма реализации 

Основу выполняемых по проекту исследований составляет развитие алгоритмиче-
ской базы и теории решения (сходимость, оценки эффективности) задач описываемых 
классов. Основным предметом исследования являются как обычные (не параллельные) 
версии новых алгоритмов, так и синхронные и асинхронные формы их параллельной 
реализации. Можно указать, например, на работу [19], в которой было показано, что 
классы базовых алгоритмов, разработанных представителями Нижегородской школы 
многоэкстремальной оптимизации, являются хорошо параллелизуемыми с возможно-
стью получения теоретических оценок эффективности, включая оценки безызбыточно-
сти. Это остается справедливым и для новых разрабатываемых базовых алгоритмов. 
Под базовыми алгоритмами понимаются, как правило, методы решения одномерных 
вариантов рассматриваемых задач в скалярной постановке со «снятыми» функциональ-
ными ограничениями. Распространение принципов параллелизма на задачи общего 
класса опирается на возможность редукции сложности исходных постановок всюду, 
где такая редукция может быть применена.  

Таким образом, в основе всех алгоритмов лежит принцип редукции сложности 
самой структуры задачи вида (1)-(3), а также, для большинства алгоритмов, редукции 
размерности ([1,4,5,9,19] и др.). Редукция сложности применяется к векторной природе 
критерия в общей постановке (1)-(3), а также к имеющимся функциональным ограни-
чениям. Эти процедуры можно было бы назвать «скаляризацией и избавлением от 
функциональных ограничений». Обзор и изложение нескольких методов непараметри-
ческой скаляризации можно найти, например, в [4], (укажем также на некоторые из 
оригинальных работ: [6, 8]). . Эти методы позволяют свести задачу отыскания оценки 
всего множества слабо эффективных точек к решению одной задачи со скалярным кри-
терием (вид которого перестраивается в процессе поиска решения). В [3,4,19] также 
описано несколько однопроходных методов «избавления от ограничений». Их сущест-
венной характерной стороной (для большинства вариантов реализации) является сведе-
ние задачи условной многоэкстремальной оптимизации к задаче многоэкстремальной 
оптимизации на гиперинтервале. Целевая функция этой вспомогательной задачи ока-
зывается «хорошо» устроенной, однако, как и в случае «скаляризации», является пере-
страиваемой в процессе решения в зависимости от результатов проведенных испыта-
ний. Одним из известных методов редукции такого типа (для непараллельной реализа-
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ции) является индексный метод учета ограничений, его описание приведено, например, 
в [4,19]. Базовая версия другого метод учета ограничений для класса триангуляцион-
ных алгоритмов, также приводящая к задаче с перестраиваемым критерием, описана в 
[3,4]. Исследования по параллельным реализациям алгоритмов рассматриваемых клас-
сов основываются на теоретических разработках, частично отраженных в работах 
[5,13,14,17,19] и др.  

Фундаментальные методы редукции размерности и распараллеливание 
При разработке алгоритмической базы в рамках проекта используются все совре-

менные методы редукции размерности, порождающие линейные структуры данных: 
рекурсивные многошаговые процедуры (см., например, [4,5]), фрактальные кривые, за-
полняющие пространство (см. [16]), наиболее характерными представителями которых 
являются различные аппроксимации кривых Пеано (см. [11], а также [4]), компонент-
ные методы, включая методы на основе гиперинтервалов (см. библиографию и новые 
методы в [9]) и адаптивной триангуляции ( [3,4], см. также альтернативные исследова-
ния в [12]), а также методы, удачно сочетающие компонентные разбиения и принципи-
ально новые диагональные развертки [9].  

Основная часть указанных методов имеют, кроме обычной формы, различные па-
раллельные схемы реализации. Часть из них прошла этапы алгоритмической проработ-
ки и программной реализации (см., например, [1]), другие же находятся на уровне тео-
ретической проработки (см., например, [5]) и подлежат реализации и тестированию на 
представительных наборах задач.  

В программу настоящей конференции включен доклад от участников представ-
ляемого проекта, связанный с исследованиями нового типа множественных разверток в 
сочетании с параллельной реализацией исполняющих алгоритмов. 

Некоторые принципиально новые направления исследований 
В числе нескольких принципиально новых направлений, развиваемых при прове-

дении исследований в рамках проекта, укажем на ниже следующие.  
Предполагается широко использовать новые схемы балансировки глобальной и 

локальной информации в рамках общих решающих правил базовых алгоритмов гло-
бальной информации. Этот подход предложен в [9] и предполагает, что на обычную 
схему выбора (для размещения новых испытаний) наиболее приоритетного интервала 
(гиперинтервала или компотенты триангуляционного разбиения) накладываются до-
полнительные правила временных запретов обработки некоторой части элементов раз-
биения с тем, чтобы после очередного существенного улучшения текущей оценки ре-
шения методу были предоставлены расширенные возможности по уточнению найден-
ной оценки, в остальные же периоды, за счет временных запретов обработки элементов 
разбиения малого диаметра, расширяются возможности метода по обнаружению новых 
локальных экстремумов. 

Участниками проекта построены (один из методов описан в [9, 18]) и будут де-
тально исследованы алгоритмы многоэкстремальной оптимизации нового типа, вообще 
не использующие оценок липшицевых констант, а допускающие наличие неограничен-
ного множества их возможных значений. Эта идея была предложена в [15] и реализо-
вана в виде метода DIRECT. В [9, 18] получены диагональные алгоритмы, использую-
щие идею данного подхода и обладающие существенно большей эффективностью по 
сравнению с методом DIRECT. Сергеевым Я.Д. получено также новое нетривиальное 
обобщение для задач с измеримым липшицевым градиентом (статья принята в настоя-
щее время к публикации). 

При разработке новых алгоритмов будут также широко использованы уже опро-
бованные и показавшие высокую эффективность методы учета локальной информации 
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о различии поведения критериев в разных подобластях области поиска в форме исполь-
зования локализованных оценок констант классов функций (см. соответствующие опи-
сания в [4, 9]). 

При реализации ряда компонентных методов (триангуляционных), требующих при 
вычислении приоритетов компонент, входящих в разбиение области, решения относи-
тельно сложных вспомогательных экстремальных задач (типа задач сепарабельного про-
граммирования [4]), а также при вычислении целевых функций в ряде приложений (см., 
например, задачи, рассмотренные в [7]), планируются исследования по использованию 
технологий проведения общих вычислений на графических процессорах со сверхвысо-
кой степенью параллелизма. Тот же подход будет применен для визуализации процессов 
решения ряда прикладных задач, например, при оптимизации структуры пространствен-
ных механизмов. Предварительные исследования по этому направлению в рамках проек-
та представлены в виде отдельного доклада на данной конференции. 

В рамках проекта будут развиты, алгоритмически проработаны и теоретически 
обоснованы новые методы многоэкстремальной оптимизации на основе адаптивной 
триангуляции области поиска для задач (1)-(3) на классе функций с липшицевыми про-
изводными по направлениям. В отличие от других работ, связанных с использованием 
регулярных (правильных) симплексов (см, например, [12]), предлагаемые методы ис-
пользуют системы триангуляций на симплексах произвольного вида, что обеспечивает 
большую свободу в размещении точек испытаний, поскольку поддерживать регуляр-
ный характер разбиения не требуется. 

Вопросы теоретического оценивания безызбыточности и степени эффективности 
параллельных реализаций разрабатываемых алгоритмов будут решаться с использова-
нием подходов, разработанных в [19,14]. 

Вопросы сопоставления и достоверной оценки эффективности методов 
При разработке многомерных алгоритмов многоэкстремальной оптимизации 

чрезвычайно сложным является вопрос достоверной оценки их эффективности (вклю-
чая оценки безызбыточности и сбалансированности загрузки процессоров при различ-
ных вариантах параллелизма реализаций). Ситуация усугубляется тем, что теоретиче-
ские оценки обычно являются слишком завышенными и в силу их грубости не могут 
служить основой сравнения методов. В этих условиях единственным выходом является 
тестирование. Однако результаты вычислительных экспериментов на отдельных зада-
чах также не являются показательными.  

Поэтому важнейшим инструментом объективного сопоставления методов явля-
ются представительные выборки случайно генерируемых многомерных многоэкстре-
мальных функций из специально построенных тестовых классов. При этом важно, что-
бы выбранный тестовый класс порождал наборы функций с легко настраиваемой слож-
ностью и управляемым (известным после генерации функции) расположением локаль-
ных и глобального минимумов. В рамках настоящего проекта принято решение о про-
ведении тестовых испытаний на классах функций, порождаемых GRLS-генератором, 
описание которого можно найти в [9]. Порождаемые им классы функций обладают ука-
занными выше полезными свойствами, а сам генератор уже используется более чем в 
20 странах мира. Предполагается использовать специальные наборы критериев для со-
поставления методов, включая построение операционных характеристик. Предлагае-
мый набор критериев тестирования для непараллельных реализаций рассмотрен в [9]. 
Для оценки эффективности распараллеливания набор критериев сравнения будет рас-
ширен.  

 
Работа по проекту выполняется при финансовой поддержке Федерального агент-

ства по науке и инновациям, госконтракт №  02.740.11.5018. 
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